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Streszczenie

W artykule przedstawiono podstawowe zagadnienia kinematyki robotéw przemystowych
na przyktadzie manipulatora o réwnolegtej strukturze kinematycznej — robota typu delta,
zbudowanego w ramach pracy inzynierskiej. Oméwiono dwa podstawowe zagadnienia: za-
danie proste kinematyki, polegajgce na wyznaczeniu pozycji efektora na podstawie znanych
katow obrotu napeddw, oraz zadanie odwrotne kinematyki, w ktérym dla zadanej pozycji
efektora wyznaczane sg wymagane katy obrotu napeddw. Dla obu zadan przedstawiono
analityczny model matematyczny oparty na zaleznosciach geometrycznych oraz przyktady
obliczeniowe. Opracowany model zaimplementowano w rzeczywistym stanowisku robo-
tycznym wyposazonym w system wizyjny i chwytak szczekowy.

Stowa kluczowe

robot delta, kinematyka robotéw, kinematyka prosta, kinematyka odwrotna,
robot rownolegty

Wstep
Kazdego dnia na liniach produkcyjnych pracuja roboty przemystowe wykonu-

jace zadania wymagajace duzej szybkosci i precyzji. W przemysle spozywczym ro-
boty przechwytuja produkty przemieszczajgce si¢ na przenosnikach i umieszczajg je
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w odpowiednich opakowaniach, natomiast w przemysle elektronicznym wykorzy-
stuje si¢ je m.in. do precyzyjnego montazu podzespotow. Za kazdym ruchem robota
stoja odpowiednio opracowane modele matematyczne oraz algorytmy sterowania.

Jednym z podstawowych zagadnien zwigzanych ze sterowaniem robotem jest
okreslenie jego potozenia oraz sposobu osiagniecia zadanego punktu w przestrzeni.
Kluczowa role odgrywa w tym przypadku kinematyka robotow, zajmujaca si¢ opi-
sem geometrycznych i czasowych wlasciwosci ruchu bez uwzgledniania sit, ktore
ten ruch wywotuja.

Kinematyka stanowi potgczenie pomigdzy warstwa programowa a rzeczywi-
stym ruchem manipulatora. Polecenie przesunigcia efektora do punktu o zadanych
wspotrzednych (X, Y, Z) musi zosta¢ przeksztatcone na odpowiednie wartosci ka-
tow obrotu poszczegdlnych napedoéw. Z kolei informacje o potozeniu osi moga by¢
wykorzystane do wyznaczenia rzeczywistej pozycji efektora. Umozliwia to zar6wno
sterowanie ruchem robota, jak i kontrole jego aktualnego potozenia.

Szczegolnie interesujgcg konstrukcja z punktu widzenia kinematyki jest robot
typu delta. W przeciwienstwie do klasycznych robotéw szeregowych, ktérych
cztony sa polaczone kolejno, manipulator delta wykorzystuje réwnolegla strukture
kinematyczna. Dzieki niewielkiej masie elementéw ruchomych konstrukcja ta
umozliwia osigganie duzych predkosci i przyspieszen. Roboty delta znajduja zasto-
sowanie przede wszystkim w zadaniach typu pick-and-place, w ktorych istotne zna-
czenie majg szybko$¢ oraz powtarzalno$¢ wykonywanych ruchow.

Celem artykutu jest przedstawienie podstawowych zagadnien kinematyki robo-
tow na przyktadzie manipulatora typu delta zbudowanego w ramach pracy inzynier-
skiej. Przedstawiono model matematyczny robota oraz sposob rozwigzania zadan
kinematyki prostej i odwrotnej. Zaprezentowano réwniez przyktady obliczeniowe
oraz praktyczng implementacje opracowanego modelu w rzeczywistym stanowisku
robotycznym.

1. Kinematyka robotow

Kinematyka jest naukg zajmujaca si¢ badaniem ruchu, bez wnikania w przy-
czyny ruch ten wywotujace. Badane sa potozenie ciata, jego predkosc, przyspiesze-
nie oraz pochodne wyzszych rz¢dow wzgledem czasu lub innej zmiennej [Ayazbay
iin., 2024].

Kazdy robot sktada si¢ ze sztywnych cztonéw polaczonych ze sobg za pomoca
przegubow. Przeguby umozliwiajg wzajemny ruch sgsiadujacych cztondéw i to wia-
$nie w przegubach przekazywany jest moment z napedow. Uktad wszystkich czto-
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néw 1 przegubéw od podstawy do efektora koncowego tworzy tancuch kinema-
tyczny. Jesli tancuch ma wyrazny poczatek, np. unieruchomiong podstawg, i koniec,
np. chwytak, mowi si¢ o otwartym tancuchu kinematycznym. Jest to popularna bu-
dowa charakterystyczna dla robotow przemystowych. Jesli natomiast efektor jest
jednoczesnie potaczony z kilkoma niezaleznymi gateziami kinematycznymi prowa-
dzacymi do tej samej nieruchomej podstawy, to fancuch tworzy zamknieta petle
1 wtedy mowi si¢ o strukturze réwnolegtej. Robot delta nalezy do tej drugiej katego-
rii —kazdy z jego trzech tancuchow kinematycznych niezaleznie taczy naped na pod-
stawie z platforma ruchomg i dopiero ich wspdlne dzialanie wyznacza pozycje efek-
tora [Briot, 2015].

Catkowita liczba stopni swobody manipulatora wyznacza, ile niezaleznych war-
tosci konfiguracyjnych — katow obrotu lub przesunie¢ — jednoznacznie opisuje chwi-
lowy stan geometryczny uktadu. Robot delta posiada trzy stopnie swobody: kazdy
z trzech napedow obraca jedno ramig, a kombinacja tych trzech obrotéw wyznacza
pozycje platformy ruchomej w trojwymiarowej przestrzeni [Clavel, 1990].

Do opisu matematycznego manipulatora nalezy zdefiniowa¢ dwie przestrzenie:

*  Przestrzen konfiguracyjna — jest to przestrzen wszystkich mozliwych zesta-
wow wartosci zmiennych przegubowych. W przypadku robota delta
z trzema ramionami jest to zestaw trzech katow: 61, 62, 0s, po jednym dla
kazdego napedu. Kazdy punkt tej przestrzeni odpowiada okreslonej geome-
trycznej konfiguracji catego mechanizmu [Clavel, 1990].

*  Przestrzen robocza — to zbior wszystkich pozycji (X, Y, Z), ktore moze osig-
gnac¢ efektor koncowy w przestrzeni trojwymiarowej. W tej przestrzeni pro-
gramista wykonuje swoje zadania. Tutaj definiuje si¢ punkty docelowe ru-
chu, trajektorie i sprawdzane sa kolizje z przeszkodami. Jest ona wyzna-
czona przez geometri¢ uktadu i ma skonczone rozmiary. Nie kazdy punkt
w przestrzeni trojwymiarowej jest dla niego osiggalny [Clavel, 1990].

Dla danej konfiguracji przegubow wyznaczana jest pozycja efektora, natomiast
dla jednej pozycji efektora moze przypada¢ wiele konfiguracji przegubéw — albo
zadna, jesli punkt znajduje si¢ poza przestrzenig roboczg [Briot, 2015].

Zadanie proste kinematyki polega na wyznaczeniu wspotrzednych koncowki
efektora przy znanych wartosciach wspotrzednych cztondéw lub katow obrotu.
W przypadku robota delta obliczenia wymagaja uwzglednienia zalezno$ci geome-
trycznych wynikajacych z jego rownoleglej struktury kinematycznej [Briot, 2015].

Zadanie odwrotne kinematyki polega na wyznaczeniu katow obrotu badz wspot-
rzednych cztondéw przy znanych wspotrzednych efektora koncowego [Briot, 2015].

Za kazdym razem, gdy efektor robota ma si¢ przemiesci¢ do nowo zadanego
punktu, program podaje wspoétrzedne celu, a sterownik oblicza, jakie katy musza
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przyja¢ napedy. Rozwigzan moze by¢ wiele — ta sama pozycja efektora bywa osia-
galna przez kilka r6znych konfiguracji mechanizmu. Wybor wiasciwego rozwigza-
nia wymaga dodatkowych kryteriow, na przyktad wyboru konfiguracji, w ktorej ra-
miona wyginaja si¢ w oczekiwanym kierunku, zgodnie z przyjetymi zatozeniami
projektowymi [Craig, 1995].

W manipulatorach szeregowych (otwartych) kazdy czton jest niesiony przez po-
przedni. Naped w pierwszym przegubie musi porusza¢ wszystkimi dalszymi ogni-
wami inapgdami, a inercja uktadu rosnie z odlegloscia koncowki od podstawy.
Przektada si¢ to na ograniczenia dynamiczne: szybkie przyspieszenie cig¢zkich
ogniw zewngtrznych wymaga duzych momentoéw napedowych i moze wywolywaé
drgania [Briot, 2015; Clavel, 1990].

W manipulatorach rownoleglych efektor jest jednoczesnie podparty przez trzy
niezalezne tancuchy kinematyczne. Wszystkie napedy zamontowane sa bezposred-
nio na nieruchomej podstawie i nie uczestnicza w ruchu jako masa ruchoma — poru-
szaja jedynie lekkie ramiona i platforme efektora. Skutkuje to zmniejszeniem inercji
ruchomych czgsci 1 pozwala na osigganie przyspieszen i predkosci zdecydowanie
wyzszych niz w robotach szeregowych. Z drugiej strony roboty te cechuja si¢ zto-
zong kinematyka, poniewaz rownania opisujace ruch kazdej galezi musza by¢ spel-
nione jednocze$nie, co prowadzi do koniecznosci rozwigzywania uktadow rownan
[Briot, 2015; Clavel, 1990].

2. Robot typu delta

Robot typu delta jest manipulatorem o réwnoleglej strukturze kinematycznej
i zamknigtym tancuchu kinematycznym. Jego budow¢ mozna podzieli¢ na nastgpu-
jace elementy [International Federation of Robotics, 2025]:

* Nieruchoma podstawa — jest zazwyczaj przymocowana do sufitu lub stalo-
wej ramy stanowiska. Znajduja si¢ na niej uktady napedowe, rozmieszczone
symetrycznie.

*  Trzy ramiona dwucztonowe — sa potgczone przegubem kulistym w miejscu
Taczenia ramion. Punkt ten nazywany jest tokciem. Kazde rami¢ sktada si¢
z:

o ramienia gornego (napgdowego) o dlugosci 1y, mocowanego bezposred-
nio lub przez przektadni¢ do watu silnika. Obraca si¢ ono wokot pozio-
mej osi w plaszczyznie wyznaczonej przez o$ pionowa robota i kierunek
tego ramienia. Jego ruch opisuje tuk okrggu w przestrzeni 2D;
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o ramienia dolnego (ciggna) o dtugosci 7., sktadajacego si¢ z jednego lub
wielu pretow tworzacych mechanizm paralelogramowy. Wazng wtasci-
woscia jest to, ze niezaleznie od kata obrotu ramienia gornego dolna
platforma zachowuje stalg orientacjg, pozostajgc pozioma.

* Platforma ruchoma — wielokat, do ktérego dotagczone sa konce wszystkich
trzech ramion dolnych. Na platformie montuje si¢ efektor koncowy i ewen-
tualnie narzedzia pomocnicze.

Mechanizm paralelogramowy zapewnia ruch translacyjny w trzech kierunkach

w przestrzeni (X, Y, Z), natomiast platforma nie obraca si¢ wokét zadnej osi. Ozna-
cza to, ze robot delta ma trzy stopnie swobody, wszystkie translacyjne [Lynch i Park,
2017].

Schemat robota przedstawiony przez R. Clavela (rys. 1) obejmuje nieruchoma
podstawe (1) i platforme ruchoma (8), potaczong za pomoca dwucztonowych ra-
mion. Sktadajg si¢ one z trzech sterowanych ramion (4), ktore zintegrowane z wat-
kami (2) sa napedzane przez uklady silnikow (13). Czesci ruchome wykonujg ruch
wzgledem elementow statych (3). Druga czg¢$¢ ramienia sktada si¢ z dwoch pretow
(5a), (5b), zamocowanych do drugiego konca ramienia napedzanego za pomoca
przegubow kulistych (16). Element ruchomy (10) za pomoca napedu (11) steruje ru-
chem efektora koncowego (9). Teleskopowe ramie (14) przenosi moment z napedu
na efektor [Clavel, 1990].

10~

8

Rys. 1. Schemat robota delta wg R. Clavela [Clavel, 1990]

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Manipulator sktada si¢ z lekkich ogniw, natomiast ci¢zsze elementy, takie jak
silniki, znajduja si¢ na nieruchomej podstawie. Taka architektura pozwala robotowi
na uzyskiwanie przyspieszen liniowych o wartos$ciach kilkudziesigciu m/s?, co za-
pewnia ponad 200 cykli pracy na minute [Craig, 1995; Clavel, 1990].

Roéwnolegla struktura zapewnia takze sztywnos$¢ catego uktadu. Obcigzenie
efektora jest rozktadane na trzy ramiona, co zmniejsza ugi¢cia i poprawia powtarzal-
no$¢ pozycjonowania [Craig, 1995; Clavel, 1990].

Manipulatory delta sa gtownie stosowane w branzy spozywczej, farmaceutycz-
nej i elektronicznej oraz przy sortowaniu elementdéw, co potwierdzajg raporty bran-
zowe [Merlet, 2006], a takze opracowania naukowe [Mtynarczyk, 2026].

3. Model matematyczny robota delta

W celu matematycznego opisania ruchu wprowadzono kartezjanski uktad
wspotrzednych z poczatkiem O w $rodku nieruchomej platformy bazowej robota.
Os Z skierowana jest w dot, w strong przestrzeni roboczej [Briot, 2015; Craig, 1995;
Morecki i Knapczyk, 1993].

Geometrie uktadu opisujg nastgpujgce parametry:

* ramig gorne (1),

* ramig¢ dolne (7,),

* bok trojkata bazy (f),

* Dbok trojkata platformy (e),

» offset chwytaka.

Dla uproszczenia obliczen wprowadza si¢ parametr asymetrii platform (1):

NRGEDEN
6

Jest on rowny roznicy promieni okregdw wpisanych w oba trojkaty platfor-
mowe. Parametr a pozwala traktowa¢ punkt TCP (ang. Tool Center Point), bedacy
koncowka efektora, jako punkt materialny, bez koniecznosci §ledzenia platformy ru-
chomej [Craig, 1995; Morecki i Knapczyk, 1993; Briot, 2015].

Kat obrotu i-tego silnika oznaczono przez 0; (i = 1, 2, 3). Przez B; oznaczono
potozenie tokci, czyli punktow tgczacych ramiona gérne z dolnymi.

Model zaimplementowano w srodowisku MATLAB/Simulink w celu wykona-
nia wizualizacji (rys. 2 1 3).

Obliczenia wykonano na podstawie ksiazek Podstawy robotyki autorstwa A.
Moreckiego i J. Knapczyka [Morecki 1 Knapczyk, 1993] oraz Dynamics of Parallel
Robots S. Briota [Briot, 2015].
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Schemat QromedyCimvy ebota 1 ZAINACIONYW parsmtrami

Rys. 1. Schemat geometryczny robota [Morecki i Knapczyk, 1993]

Zrédto: opracowanie wiasne.

Widok z géry (XY)

¥ [mm]

3 I I
-200 -100 [ 100 200 300 400
X [mm]

Rys. 2. Oznaczenie punktow geometrycznych robota wykorzystywanych do obliczen [Craig, 1995]

Zrédto: opracowanie wiasne.
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3.1. Zadanie proste kinematyki

W zadaniu prostym znane sa katy obrotu napedow ¢, ¢, @3, a szukana jest
pozycja TCP (X, Y, Z). W pierwszym kroku wyznaczane sg wspotrzgdne wszystkich
okci By, B, B; w globalnym uktadzie wspotrzgdnych. Zostaly one zapisane w ma-
cierz (2):

By X1, V1,21
B' = |By| = |X2,¥2, 22
[Bé X3,Y3,23
(f —e)V3
0 B 6 —7sin(6;)
—T1¢ cos(6;)
cos(30°) sin(30°)
B [% + 75 cos(Gz)] [—(f _66)\/3 + 75 cos(ez)] ysin2)| @)
cos(30°) sin(30°)
_[(f —6eN3 . COS(93)] [(f —6ew3 - 93)] —r;sin(6)

Kazdy z wierszy wyznacza geometri¢ kazdego z ramion z uwzglednieniem jego
katowego rozmieszczenia wokot osi pionowe;.

Kolejnym krokiem jest utworzenie réwnania sfer. Z warunku geometrycznego
wynika, ze punkt TCP musi leze¢ jednoczes$nie na trzech sferach tworzonych w kaz-
dym z tokciu Bl Okregi ta majg promienie roéwne dtugosci dolnego ramienia 7, :

x>+ -y +(z-2)*=1>(3)
(x=x)2+ (V- y2)’ +(z-¥2)? =12 (4)
(x —x3) + (¥ — ¥3)* + (z — 23)* = 1. (5)

Nastepnie zredukowano te rownania do uktadu liniowego poprzez odjecie row-
nania pierwszego od drugiego i trzeciego, upraszczajac je i eliminujac wyrazu kwa-
dratowe x2 + y? + z?2 tworzac w ten sposob uktad réwnan (6):

x2+y2+2%2-2y,y — 2212 =1, —y,% — 2,2
x2+ Y% + 2% = 2x,x — 2y, — 22,2 = 1,% — y,2 — y,% — 2,2 (6)
x2+y2 422 = 2x,x — 2y,y — 22,2 = 1,2 — y,% — y,2 — 2,2

W celu zmnigjszenia ilosci zmiennych wyznaczono zmienne ,,x” oraz ,,y” w za-

leznosci liniowej od ,,z”. Ro6wnania przedstawiaja si¢ nastgpujaco (7), (8):
x=a1z+ by (7)
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Yy =a,z+ b, (8)

gdzie:

1
a; = E [((z2 —z) (3 —y1) — (23 — 1) (Y2 — ¥1)]
1

b, = ~%d [(wy —w) (s —y1) — (w3 —wy) (2 — y1)]
a = —E[X3(Zz — 21)—x5(z3 — 21)] (9)
b, = 2d [x3(wWy — wy)—x, (W3 — wq)]

d=x3(y2 —y1) —%(y3 — y1)

przy czym w; = r2 — x? — y? — z7.

Kolejnym krokiem jest rownania wzgledem z. Po podstawieniu réwnan (7) i (8)
do pierwszego rownania sfery (3) oraz redukujac problem do réwnania kwadrato-
wego ze zmienng z otrzymano:

2%(af + a3 + 1) + 22(as + az (b, — y1) — z) + (b + (b2 — 117)) (10)

Z tego réwnania wyznaczono wyroznik rownania, a nastgpnie obliczono jego
pierwiastki. Z obu réwnan wybrano rozwigzanie ujemne, gdyz o$ Z uktadu karte-
zjanskiego jest skierowana w dot. Wynika to bezposrednio z geometrii robota i jego
polozenia z przestrzenia robocza. Pozostale zmienne obliczono na podstawie wy-
znaczonej zmiennej sprzed podstawienie ich do pozostatych rownan.

Ostatecznie wspotrzedne TCP prezentuja si¢ nastepujaco:

Xrcp = Q1 " Zpep + by (11)

Yrcp = Az * Zrcp + by (12)
—b— VA

=—-(13
ZTcp 2a (13)
gdzie:
a=a?+ai+1
b = 2[a;by + a(by — y1) — z1] (14)
¢ =bf + (by —y1)? +2{ —1¢

A =b? — 4ac
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3.2. Zadanie odwrotne kinematyki

Szukane sg wspotrzedne punktu C, (15):

Co = C(x0,¥0,20) (15)

Punktem wyjscia jest podstawowy warunek geometryczny, ktéry musi by¢ spet-
niony dla kazdego z trzech tancuchéw kinematycznych to odleglos¢ od tokcia B;
do punktu TCP musi réwnaé sie dtugosci ciegna ,2. Warunek ten opisuje rownanie
sfery (16):

(xci — %)% + Vei = Ypi)* + (2gi — 2c)* =14 (16)

Wspolrzedne tokcia B; wyznaczany z geometrii ramienia gérnego. Ramie 1 ob-

raca si¢ w plaszczyznie XZ z osig obrotu wzdtuz osi Y.

xp; = a+ 15 cos(8;) (17)
ypi = 0(18)
zg; = 17 5in(6;) (19)
gdzie a = wy, — w, jest parametrem asymetrii:
_(f-en3
G
Podstawiajac réwnania (17-19) do (16) otrzymano:
E; cos(8;) + F; sin(6;) + G; = 0 (20)
gdzie:
E;=—=2-17(x¢; —a)
Fi =-2" Tf *Zci (21)
Gi = (x¢i — a)* + ygi+zg +1f — 17
Analogiczne roéwnania obowigzujg dla pozostatych ramion, nalezy jedynie ob-
roci¢ wspotrzgdne TCP do odpowiednich lokalnych uktadéw ramion.

Kolejnym krokiem jest rozwigzanie rOwnania trygonometrycznego przez sko-
rzystanie z podstawienia polowy kata otrzymujac:

; 2
= tan (2 - 22
t tan(2>, cos(6;) = T3 Y (22)

Nastepnie zaleznosci (22) podstawiono do rdwnania (20) i przemnozeniu obu-
stronnie przez 1 + t? otrzymano réwnanie kwadratowe:

(Gi - Ei)tz + ZFlt + (Gl + El) =0 (23)

sin(6;) =
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Roéwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazanie rzeczywiste. W tym przypadku na-
lezato ponownie wybra¢ jedna z konfiguracji robota — t¢ w ktorej tokcie wystaja
na zewnatrz, ktére odpowiada rozwigzaniu z minusem.

—F; — /El? + F2 — G2
(24)

G, —E;

0; = 2 -arctan

Jest to wzor wyznaczajacy kat obrotu kazdego silnika na podstawie wspotrzed-
nych pozycji TCP. Trzykrotne zastosowanie tej formuly (24), za kazdym razem
z obroconym wektorem TCP daje wszystkie trzy katy ¢4, ¢, @3

Rozwiazanie istnieje (mianownik i wyrazenie pod pierwiastkiem sg rzeczywiste
i niezerowe) wtedy 1 tylko wtedy, gdy zadany punkt TCP lezy w przestrzeni robo-
czej manipulatora. Warunek E? + F? — G? > 0 jest matematyczng postacia wa-
runku osiggalnosci, jesli jest naruszony, zaden zestaw katow silnikowych nie po-
zwoli dotrze¢ do zadanego punktu.

4. Przyktady obliczeniowe

Wyprowadzone wzory zostang zastosowane dla konkretnych danych przedsta-
wionych w tab. 1.

Tab. 1. Zestawienie wielkosci uzywanych do obliczenia kinematyki robota

Wielkos¢ Wartos¢ [mm]
Ramie gorne (rf) 147

Ramie dolne (re) 250

Bok tréjkata bazy (f) 340

Bok tréjkata platformy (e) 120

Offset chwytaka 0

Parametr asymetrii platform obliczony ze wzoru (1) wynosi (25):
(340 — 120) -3
a =
6

= 63,51 [mm] (25)

4.1. Zadanie proste kinematyki

Celem jest wyznaczenie potozenia koncoéwki efektora dla odczytow z enkode-
row silnika o warto$ciach @4, @,, @3 = 45°
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W pierwszym kroku odczytywane sg warto$ci sinusa i cosinusa dla podanego
kata:

V2
sin45° = cos 45° = - = 0,7071 (26)

Nastepnie wyznaczana jest Macierz B® wspotrzednych tokci w globalnym ukta-
dzie wspolrzednych. Dla kazdego z trzech ramion mozna wyliczy¢ wspotrzedna
na podstawie wzoru (2):

z; = =17 - sing; = 147-0,7071 = —103,49 [mm] (27)

Ramig poziome bez wzglgdnienia rotacji mozna wyznaczy¢ z: a + 15 - COS @; =
63,51 + 103,49 = 167 [mm]. Po rzutowaniu kazdego z ramion na osie Xi Y zgod-
nie ze wzorem (2) otrzymano trzy punkty B;, B,, B; rozmieszczone symetrycznie
na plaszczyznie na wysokosci z = -103,4[mm)].

Ze wzgledu na symetri¢ trojkowa (@1 = @, = @3) wynika, ze TCP musi leze¢
na osi symetrii x = 0, y = 0. W takim przypadku zadanie redukuje si¢ do wyzna-
czenia wysokosci z.

Zapisano rownania sfery (3-5) dla ramienia 1:

0+ 0+ (z—2)*+ds =12 (28)

Gdzie d,zcy = 167 mm i jest poziomg odlegloscia rzutu lokcia od osi symetrii,
az; = —103,49mm. Zatem:

(z + 103,49)? + 167% = 2502 (29)
(z + 103,49)% = 62 500 — 27 889

z+103,49 = V34611
z+103,49 = +186.04 [mm]

Brane pod uwagg jest rozwigzanie z ujemnym z, ze wzgledu na konfiguracje
przestrzeni roboczej (z < 0)

z = —103,49 — 186,04 = —289,53 [mm] (30)
Petna pozycja TCP: (0, 0, -289.53) mm, czyli punkt lezacy 289,5 mm pod punk-
tem $rodkowym podstawy robota.

4.2. Zadanie odwrotne kinematyki

Celem jest wyznaczenie katow obrotu silnikow @1, @5, @3, dla osiggnigcia po-
zycji otrzymanej w zadaniu prostym kinematyki: TCP: (0, 0, -289.53) mm
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Ze wzgledu na fakt, ze punkt lezy na osi symetrii, a budowa robot jest syme-
tryczna — wystarczy obliczy¢ katy dla jednego ramienia, gdyz pozostate bedg iden-
tyczne.

W pierwszym kroku obliczane sa wspotczynniki (21):

E; =2-147-(0 - 63,51) = 18 671,94
F, =2-147-(-289,53) = —85121,82 (31)
G, = (0 —63,51)% + 0% + 289,532 + 147% — 2507
=4033.52 +83827.62 + 21 609 — 62 500 = 46 969,52
Nastepnie obliczany jest wyréznik A = EZ + FZ — G£:
A =18671,94? + (—85 121,82)% — 46 969,522 (32)
= 348 641 343.3636 + 7 245 724 240.1124 — 2 206 135 809.0304
= 5388229 774.4456
VA4 =73 404,56

Nastepnym krokiem jest wyznaczenie zmiennej pomocniczej ze wzoru (23):

—F, —+A 85121,82 — 73 404,56
G, — E; ~ 16 969,52 — 18 671,94

Ostatecznie wyznaczany jest kat napedu ze wzoru (24):
0, =2-arctan(0,414) = 2-22,5° = 45° (34)

Dzigki symetrii uktadu wszystkie napedy powinny si¢ obroci¢ o obliczony kat
(34)

t =

= 2829758 = 0,414 (33)

1, P2, @3 = 45°
Wyniki zadania prostego oraz odwrotnego kinematyki sg spojne. Jesli silniki
ustawione na 45° efektor znajduje si¢ na @3 = —289,53 mm ponizej bazy. Wza-
jemna weryfikacja obu zadan stanowi podstawowa metode¢ diagnostyki systemu ste-
rowania. W przypadku wystgpowania rozbiezno$ci nalezatoby sie doszukiwaé lu-
z6w mechanicznych, btedow kalibracji badZ uszkodzen w systemie.

5. Implementacja modelu [Morecki i Knapczyk, 1993]
Opisane w poprzednich rozdzialach modele matematyczne zostaly zaimplemen-
towane w dziatajgcym robocie i zweryfikowane eksperymentalnie. Stanowisko ro-

botyczne sklada si¢ z manipulatora, systemu wizyjnego oraz przenosnika tasmo-
wego.
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Manipulator delta jest wykonany z aluminium, trzy ramiona gérne sa napedzane
silnikami krokowymi zamontowanymi do nieruchomej podstawy. Zastosowano
chwytak szczgkowy do przenoszenia lekkich elementow.

System wizyjny sktada si¢ z dedykowanej kamery zamontowanej nad przeno-
$nikiem, skierowanej prostopadle w dot na tasme. Obraz kamery trafia w czasie rze-
czywistym do algorytmu rozpoznawania ksztattéw i koloréw, ktory identyfikuje ro-
dzaj detalu znajdujacego si¢ na tasmie. Algorytm jest realizowany przez Raspberry
Pi 5.

Rys. 3. Schemat kinematyczny zaimplementowanego robota [Craig, 1995]

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przeno$nik tasmowy stuzy do transportowania elementow z punktu A do B
z okreslona predkoscia.

Na rys. 4 zaprezentowano cz¢$¢ kinematyczng urzadzenia. W jej sktad wchodza:
podstawa (1), trzy ramiona gorne (2) oraz szes¢ ramion dolnych (3). Naped jest rea-
lizowany przez silniki krokowe (4), ktore wprawiajg w ruch poszczegdlne ramiona,
tworzac zamknigta petle kinematyczng z platforma robocza (5a).

626 Academy of Management — 10(3)/2026



Krzysztof Mtynarczyk, Matgorzata Zdrodowska

Efektor koncowy (rys. 5) stanowi chwytak szczgkowy (6), zamocowany
od spodu platformy roboczej. Wyposazono go w dwa niezalezne napgdy: serwome-
chanizm szczgk (7), osadzony bezposrednio w korpusie chwytaka, oraz serwome-
chanizm obrotu (8), zintegrowany z platforma i umozliwiajacy obrét chwytaka wo-
kot osi Z.

Mechanizm obrotu zrealizowano przez podzial platformy roboczej na trzy
czlony: gborna platforme (5a), cylindryczng tuleje posrednia (5b) i dolng platforme
(5¢). W tulei osadzono tozysko oraz koto zgbate, ktore zazebia si¢ z kotem napedo-
wym zamontowanym na wale serwa umieszczonego na platformie gornej. Rozwia-
zanie to umozliwia ptynny, sterowany obrét dolnej platformy wzgledem gornej,
atym samym zmian¢ orientacji chwytaka bez ingerencji w uktad ramion robota.
Chwytak szczekowy przymocowany jest wtasnie do platformy dolnej (5¢).

Rys. 5. Schemat kinematyczny zaimplementowanego robota - powiekszenie na platforme robocza
[Morecki i Knapczyk, 1993]

Zrédto: opracowanie wiasne.
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—— o >

Rys. 4. Zaimplementowane stanowiskourE)Bo\tyczne [Morecki i Knapczyk, 1593]

Zrédto: opracowanie wiasne.

Realizacja zadania odwrotnego w sterowaniu ruchem odbywa si¢ nastepujaco:

System wizyjny rozpoznaje ksztatt detalu i wyznacza jego wspolrzedne (x, y)
na tasmie (z jest stale). Po przeliczeniu do uktadu robota system sterowania dyspo-
nuje kompletnym wektorem docelowej pozycji TCP.

Trzykrotne zastosowanie wzoru (24), za kazdym razem dla kazdego ramienia,
z wezesniejszym obrotem wspotrzednych do lokalnego uktadu danego ramienia daje
trojke katow @4, @, @3. Wartosci te sa bezposrednio przekazywane do napedow
jako rozkazy pozycji. Napedy realizujg obrét, platforma ruchoma wedruje do wy-
znaczonego punktu, chwytak chwyta detal, a nastgpnie robot odwozi go do pojem-
nika przypisanego danemu ksztaltowi korzystajac z doktadnie tego samego mecha-
nizmu.

Catly cykl, od wykrycia elementu przez system wizyjny do wykonania wszyst-
kich obliczen zajmuje milisekundy. Ta szybko$¢ wynika z gotowych wzorow, bez
niepotrzebnie wykonywanych, czasochtonnych iteracji.

Zadanie proste kinematyki petnito w stanowisku przede wszystkim rol¢ narzg-
dzia diagnostycznego, szczegodlnie na etapie uruchamiania i kalibracji.

Procedura dziatata nastgpujaco: w wybranych punktach przestrzeni roboczej
(o znanych wspotrzednych w uktadzie stanowiska, wyznaczonych mechanicznie)
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robot byt ustawiany w zadang konfiguracje. Nastepnie odczytywano katy enkode-
rOW @4, @4, Q3.1 za pomocg wzoréw (7-14) obliczano, gdzie w przestrzeni powi-
nien znajdowac si¢ efektor. Wynik poréwnywano ze wspotrzednymi punktu referen-
cyjnego.

Podsumowanie

Niniejsza praca stanowi wprowadzenie do kinematyki robotéw przemystowych
na przyktadzie manipulatora typu delta. Przedstawiono w niej droge od podstawo-
wych zalezno$ci geometrycznych do kompletnego modelu matematycznego, ktory
moze zosta¢ wykorzystany do implementacji algorytméw sterowania robotem.

Model matematyczny jest podstawa do precyzyjnego okreslania potozenia efek-
tora. Stanowi on tacznik miedzy programista a fizycznym urzadzeniem.

W odréznieniu od klasycznych robotow szeregowych, gdzie zadanie proste
sprowadza si¢ do sktadania przeksztatcen jednorodnych wzdtuz otwartego tancucha,
manipulator delta wymaga rozwigzywania geometrycznych rdéwnan wigzow narzu-
canych przez kazda z trzech gatezi kinematycznych jednocze$nie. Prowadzi to
do uktadéw réwnan sfer i nieliniowych wyrazen trygonometrycznych, jednak wigk-
sza zfozono$¢ obliczen jest uzasadniona mozliwoscia uzyskania bardzo wysokiej dy-
namiki ruchu.

Zadanie odwrotne kinematyki i zadanie proste petnig w rzeczywistym systemie
komplementarne, ale odmienne role. Zadanie odwrotne jest rdzeniem petli sterowa-
nia ruchem 1 jest obliczane setki razy na sekund¢ w odpowiedzi na polecenia sys-
temu wizyjnego. Zadanie proste jest narzedziem diagnostycznym i kalibracyjnym —
pozwala wykry¢ rozbieznos¢ migdzy tym, czego oczekuje sterowanie, a tym, co fak-
tycznie dzieje si¢ w mechanizmie. Oba zadania sg niezbedne i zadne nie zast¢puje
drugiego.

Modele matematyczne czesto dostarczaja wielu rozwigzan (np. dwoch pier-
wiastkow rownania kwadratowego), dlatego wazng kwestig jest odpowiednia inter-
pretacja wynikow 1 wybor rozwigzania odpowiadajgcego rzeczywistej konfiguracji
fizycznej robota (np. odpowiednie wygiecie ramion lub poprawne ustalenie uktadu
wspotrzednych).
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Kinematics of a Delta Robot — Mathematical Model
and Implementation

Abstract

This paper presents the basic concepts of industrial robot kinematics using a parallel kine-
matic manipulator —a delta robot developed as part of an engineering thesis — as an exam-

ple.

Two fundamental problems are discussed: forward kinematics, which determines the

position of the end effector based on known actuator rotation angles, and inverse kinemat-
ics, which determines the required actuator rotation angles for a given end-effector posi-
tion. For both problems, an analytical mathematical model based on geometric relation-
ships is presented, together with calculation examples. The developed model was imple-
mented in a physical robotic workstation equipped with a vision system and a jaw gripper.

Key words

delta robot, robot kinematics, forward kinematics, inverse kinematics, parallel robot
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  z + 103 , 49 =   ± 186 . 04   [ m m ]


  z + 103 , 49 =   ± 186 . 04   [ m m ]


    z =   − 103 , 49 − 186 , 04 = − 289 , 53    [ m m ]   ( 30 )


    𝜑 1


    𝜑 2


    𝜑 3


    E 1 = 2 ∙ 147 ∙  ( 0 − 63 , 51 ) = 18   671 , 94


      F 1 = 2 ∙ 147 ∙  ( − 289 , 53 ) = − 85   121 , 82   ( 31 )


      F 1 = 2 ∙ 147 ∙  ( − 289 , 53 ) = − 85   121 , 82   ( 31 )


    G 1 = ( 0 − 63 , 51  ) 2 +  0 2 +   289 , 53 2 +  147 2 −  250 2


    G 1 = ( 0 − 63 , 51  ) 2 +  0 2 +   289 , 53 2 +  147 2 −  250 2


  = 4   033 . 52 + 83   827 . 62 + 21   609 − 62   500 = 46   969 , 52


  = 4   033 . 52 + 83   827 . 62 + 21   609 − 62   500 = 46   969 , 52


    Δ =   E 1 2 +   F 1 2 −   G 1 2


    𝛥 =   18   671 , 94 2 +   ( − 85   121 , 82 ) 2 −   46   969 , 52 2   ( 32 )


  = 348   641   343 . 3636 + 7   245   724   240 . 1124 − 2   206   135   809 . 0304


  = 348   641   343 . 3636 + 7   245   724   240 . 1124 − 2   206   135   809 . 0304


  = 5   388   229   774 . 4456  


  = 5   388   229   774 . 4456  


   𝛥 = 73   404 , 56


   𝛥 = 73   404 , 56


    t =   −   F 1 −  𝛥    G 1 −   E 1 =   85   121 , 82 − 73   404 , 56  46   969 , 52 − 18   671 , 94 = 2   829   758 = 0 , 414   ( 33 )


      𝜃 1 = 2 ∙ a r c t a n  ( 0 , 414 ) = 2 ∙ 22 , 5 ° = 45 °   ( 34 )


    𝜑 1


    𝜑 2


    𝜑 3 = 45 °


  45 °


    𝜑 3 = − 289 , 53   m m


    𝜑 1


    𝜑 2


    𝜑 3


    𝜑 1


    𝜑 2


    𝜑 3

